Nekuus 3. AuckpeTHoe npeo6bpasoBanue Oypoe (AND) — nogpobHbIn paséop

MoapOo6HbIN KOHCMEKT TPeTben NEeKUNN: Kak KOMMbIOTEP CYMTAET CNEKTP, UTO O3HAUAET Kaxaoe
UnCNo Ha BbIXofe W Kakue ceoncTea ANd npeBpaLiaoTcs B UHCTPYMEHTbI. MaTepran paccumTaH u Ha
noAroTOBKy Npenofasatens, U Ha CAMOCTOATENbHOE YTEHME.

O Y€M 3TOT TEeKCT U KaK MM NoJ1b30BaTbCA

* 3TO NOAPOGHDIN KOHCMEKT fIeKLUN 3 — OT UJen CNeKTpa K KOHKPETHOMY anropuTmy.
« Jlekumusa oTBeyaeT Ha BONPOChI:
- 3aUeM NepexoamnTb OT MHTErpana K Cymme;
- Kak 3anucatb AN® (npamoe, o6paTHoe, MaTpUUHOE);
- KaK CBA3aHbl YaCTOTbl, pa3peLleHne n ANUTeNbHOCTb;
- Kakue y AM® cBOMCTBA M KAaK UMW NONb30BATbCA.
+ dopmaT — CNUCKK: yAOOHO rOTOBUTHLCA U OOBACHATD.
+ YncnoBble Npumepbl COrnacoBaHbl ¢ HOyTOykom lecture@3.ipynb.

Lenn nekumm (UTo AOMKEH YMETb CTYAEHT)

1. MoHATb, 3auem Hy)xHo ANd:
* WHTErpan 3aMeHsAeTcs CyMmMou;
* n3 N uncen nonyuaem N yncen cnekrpa.
2. 3anucaTb npamoe u o6patHoe [NO.
3anucatb AMO B maTpuuHom opme (X = W-x).
4. CssaAsatb MO c HenpepbIBHbIM CNEKTPOM 11 pa3peLleHneM:
« f_k = k-f_a/N;
« Af = 1/T.
5. OcsouTb cBomcTea AMN®d (MMHEeNnHOCTb, CUMMETPUSA, CABUT, CBEPTKA, I'IapceBanb).
6. MOHATbL 6UHDI, yTEUKY 1 KPYroByI0 CBEPTKY.
7. TIOHATb OrpaHuyeHune 0(N2) n motus K BN®.

w

3auem Kaxapbiii NYHKT Ha NPaKTUKe:

« AN® — 6a30BbIN «paboOUM» CNeKkTp.

« MaTpuuHas hopma — A3bIK NTMHENHON anre6pbl U MOHUMAHUSA CBOWCTB.
« Pa3spelleHne — yTo peanbHO MOXHO Pa3UUYUT.

« CBOWCTBA — UHCTPYMeHTbI (caBur, hunbTpaums).

+ Kpyrosas cBEpTKa — noyemy Hefb3s MPOCTO NePEMHOXUTb CNEKTPbl.

« O(N2) — 3auem HyxHo BMN®.

1. 3auem Hy)XxHO AND
11 MNpo6nema HeNpepbIBHOIO CNEKTpa

« HenpepbiBHbIN CNEKTP — 3TO MHTErpan.
« KomnbloTep He 6epeT 6€CKOHEYHbIN NHTerparn.



+ Ha npaktuke ectb Tonbko N oTcuéros: x[0], .., x[N-1].

1.2 Upes AND

« AN®D — nuHenHoe npeobpasosaHue: us N uncen genaet N uucen.

* NHTerpan 3ameHAeTCs CyMMOM MO OTCUETAM.

+ Bcé panbHenwee (BMN®, okHa, cneKTporpaMMbl) — HagcTpomnku Hag ANO.
« AN® — «TOUHbIN CNEKTP» ANA AAHHON KOHEUYHOW 3anucu.

1.3 Yto AND paér

« AMNAUTYAbI U ha3bl HA CETKE YaCToT.
« Yncna, npurogHblie ona 06paboTKM 1 peLleHun .
« OCHOBA A4NA NPU3HAKOB: NUKKW, OTHOLWEHUS, IHEPTMS NO NONOCaM.

2. MaTemaTuyeckoe npeacrasneHue
2.1 0603HaueHnn

« NHpekebi n = 0..N-1 (Bpems), k = 0..N-1 (uactora).
*W_N = e"(-j-2m/N) — noBOPOTHbIN MHOXUTEb.
« j = V(-1) — nHxeHepHoe o603HaueHMe (byKBa i 3aHATA TOKOM).

2.2 NMpsamoe AND

« X[k] = =_n x[n]-W_N"(k:n) = 2_n x[n]-e”(-j-2m-k-n/N).
+ CMbICN: KOPPENALMA CUrHANA C CUHYCOMAO0MN YacToThl K.
+ CoBnasno — 60MbLIOe YNC/I0; HE COBNANo — MoYTH HOSb.

2.3 O6partHoe AND

« x[n] = (1/N)-3_k X[k]-e"(+j-2m-k-n/N).
* 3HaK 3KCMOHEHTbI APYroi n ectb MHOXuTenb 1/N.
« O6paTHOe BOCCTaHaBMMBAET CUrHaN U3 crnekTpa 6e3 notepb (B pamkax mogenu).

2.4 MaTpuuHas chopma

« X = Wex,mmeW_(k,n) = W_N"(k-n) — matpuua BaHgepmoHaa.

« O6paTtHoe: X = (1/N) W*H-X (W"H — conpsx€HHOe TPAHCNOHMPOBaHNe).
+ MaTpuua CUMMETPUYHas; CTPOKU — Pa3Hble YacToTbl.

*+ Y106HO ANA aHanu3a cBoWCcTB (OPTOrOHaNbHOCTb, 06PATUMOCTD).

3. leomeTtpus: uto Takoe e”(-30)

« ®opmyna 3nnepa: e”(jO) = cosb + j-siné.
* 3T0 TOUKA Ha EAUHUYHON OKPYIXHOCTU Noj yriom 6.



* YMHOXeHue Ha e”(-jB) — NoBOpOT MO UACOBOI CTperKe.

W_N"k — N paBHOMepHO pacCTaBNeHHbIX KCTPENOK» HA OKPYXXHOCTH.
« X[k] — npoekumsa curHana Ha Takyw «CTpenky» (koppenaums).

« Mpoekums = coBnageHme: COBNano — NuK, He COBMANo — HOMb.

4. CBA3b C HENMpepbIBHbIM CMEKTPOM
41 CeTKa yacror

« AN® faéT OTCUETbI HEMPEpPbIBHOMO CNeKTpa Ha yactoTax f_k = k-f_pa/N.
 PaspeweHnune: Af = f_a/N = 1/T.

« AnutenbHocTb 3anucn: T = N/f_n.

*+ Uncno yHUKanbHbix 6uHoB: N (komnnekcHblid curdan), N/2 + 1 (BewecTBeHHbI).

4.2 1BONCTBEHHOCTb BPpeMsA-4acToTa

+ [INCKPETHOCTb BO BpeMeHu -> NepuoanYHocTb cnektpa (nepuog f_na).
+ KoHeuHas anuHa 3anucm -> BUCKPETHOCTb no uvacToTe (war Af).

+ MepuoanYHOCTb BO BPEMEHN -> ANCKPETHOCTb MO YacToTe.

+ 3T0 «3epKano», KOTopoe NoMoraeT 3anoMHUTb CBA3N.

4.3 HopmupoBKa amnnuTya

« Ceasb amnautya: X[k] = X_Henp(f_k)-f_n.
+ Ha npaktuke: | X|/Nwnnu 2 |X|/N (ans ogHOCTOPOHHEro cnekTpa).

5. KomnneKcHoe npeacTaB/ieHne CUHyca

- Mo Jitnepy: cos® = (e”(jO) + e™(-jB))/2.

* PeanbHbiii cuiyc A-cos(2nf,t+p) > AaBe conpsxéHHble nuHun +f , (amnanTyabl A/2, dasbi
+p).

« KomnnekcHblii (@aHanUTUYeCKnin) curHan - ogHa nuHus +f .

+ BoccranoBnenne: A = 2+ |X[kII/N,p = arg X[k].

+ JInA BewecTBEHHOro CMrHana AoCTaTouHo NoNoBUHbI cnekTpa (rfft).

6. BUHbI U NpuMepbI
6.1 buHbI

« AN® «3HaeT» curHan Tonbko Ha vactotax f_k = k-f_pa/N.
« LWar ceTkn — paspeweHue Af.
« Mexgy 6MHaMuM CNeKTP He ONpeaenéH «HaANPSAMYHO».



6.2 On-bin n off-bin

+ YacToTa coBnana c 6MHOM - ABe YETKUE NINHNMN.
+ YacTtoTa mexay 6uHamn -> 3Heprus pactekaetca (yreuka).
* MNpumep: f_a = 8000,N = 8, Af = 1000;1.00 kl'y npoTms 1.25 kI,

6.3 MeaHpp 1 TpeyronbHUK

+ O6a coaepaT TO/IbKO HEUETHbIe TapMOHUKHN.

« MeaHnap: amnnutyabl = 1/k.

« TpeyronbHuk: = 1/k2 (cnekTp «marue»).

+ MocTuk Kk pagy Qypbe u aBnexuto Mmé66ca (nekuus 2).

6.4 AN® peanbHOro cUrHana

« Bubpauyusa: 6asa 50 Iy, geekrt 120 'y, wym.

« Cuntaem AN®, nepeBognm 6UHbLI B republ.

+ NlethekT — OTUETNMBASA NNHUA B CNEKTpe.

« CnekTp NpeBpaLLAET KHEMOHATHYIO KPUBYIO» B Uncna.

7. CBouctBa ANd
7.1 JIuHeMHOCTD
« AN0(a-x + b-y) = a-ANO(x) + b-ANO(y).
« OCHOBa A4NA pa3fioXXeHMs 33aum Ha YyacTu.
7.2 CummeTpuS BeLeCTBEHHOro CUrHana
« X[N-k] = conj(X[kI).
+ [10CTaTOYHO NONMOBMHbBI CNEKTPA.
7.3 CaBur Bo BpemeHun ¢ ¢asa
« x[n-n,1 > X[k]-e™(-j2mkn,/N).
« Moaynb He MeHseTcs, ha3a NUHeNHa.
7.4 KpyroBas CBEpTKaA
< Ano(x = y) = ANO(x)-ANd(y).
+ OcHoBa 6bICTpON hmnbTpaL UK.
7.5 NapceBanb

« Zlx[n]lz = (1/N)-ZIX[k]]>=.
* JHeprua coxpaHsaeTcs.



7.6 CBogHaA Tabnuua

CBONCTBO ®opmyna MpumeHeHune
NnHeHOCTb a-X + b-y cynepnosuuus
CummeTtpua  X[N-k]=conj X[k] MonoBKUHa CrekTpa
Casur X[k]l-e”(-j2nkn,/N) 3apepxku
CBépTKa XY unbTpaums

NapceBanb 2 |x|2=(1/N)Z|X]>2 npoBepka

8. KpyroBas cBepTKa 1 «3aBOpauuBaHue»

« AN® npeBpaLwaeT CBEPTKY B YMHOXEHUE — OCHOBA 6bICTPON hunbTpaumm.
+ Ho cBEpTKa nonyuyaeTcs KPyroBon: nHAeKcCbl 6epyTcsa no moaynio N.
+ XBOCT NMHENHOW cBEPTKM (MHAEKCbI > N) CKNagbiBaeTCcA C HAYANoOM:
- y_circ[n] = y_lin[n] + y_lin[n+N] + ..
Mpumep [1,2,3,4] = [1,1,1] npuN = 4:
-y_lin = [1,3,6,9,7,4];
- xBocT [7, 4] 3aBopauuBaerca - [8,7,6,9].
* YT06bI MONYUMTb NUHEWNHYIO CBEPTKY, AononHsAeM Hynsmn goN > N_a + N_b - 1.
* MIHaue NuHMK cnekTpa «HaKNagbiBaTCA» — TUNUYHAsA OWN6Ka.

9. OCb YaCTOT U HOPMMPOBKA

« np.fft.fft — nonubin aByctopoHHMn cnekTp (N Touek).

e np.fft.rfft —nonoBnHa ans BeweCcTBEHHOro CUrHana.

Ocb: fftfreq (aByctopoHHsas) n rfftfreq (ogHOCTOPOHHAS).

+ UeHTpuposaHue: fftshift.

« Amnnutyga: | X|/Nwnnmn 2| X[ /N.

« TunnuHasa owmn6bKa: 3a6biTb HOPMUPOBKY/LEHTPUPOBAHNE — MUK KYE3)XKAET».

10. MotuB K BINN®

* Mpamoe AN®: N2 onepauui.

« InaN = 10° 3710 10'2 — Henpuemnemo.

« Bpemsa pacTeT Kak KBagpaT ANMNHbI 3aNuUCHK.

* HyxeH 6bIcTpbInt anroputm — BN® (nekumns 4).
« BM® gaer 1o1 xe pesynbrat 3a N- log,N.

11. MpunoxeHue: BbiBog hopmynbl Junepa

+ Packnagbisaem e”(j0) B psaa Tennopa.



CreneHun j uayt umknom 1, j,

-1, -j.

UneHbl enATCsA HA ABe rpynnbl: pAA KOCUHYCA U PSAA CUHYCA.
Otciona e”(jB) = cos® + j-sinB® — cneacTBume psAaoOB, a He NOCTyNaT.
3TO 06bACHAET, NOYEMy KOMMNEKCHasA IKCMOHEHTA «KPyTUT» hasy.

12. MpaKkTUyecKkue peuentbl

[ina BewecTBeHHOro curHana 6patb rfft nrfftfreq.

Ans «ueHTpupoBaHHoro» cnektpa — fftshift.

He 3a6biBaTb HOPMUPOBKY aMNANTYA.

Ans dunbTpaunmn yepes AND — foNONHATD HYNSIMU 40 NMMHENHOWN CBEPTKMN.
NMpoBepaTb ce6a uepes Napcesans (3Heprus).

13. Wnapranka (cnosapb)

14. YacTble ownMbKM U 3a6nyxaeHuns

TepmuH UTto o3Hauvaert

ano N uncen - N umcen cnektpa

O6patHoe AN® BOCCTAHOB/IEHME CUTHaNAa U3 cneKTpa
W_N NOBOPOTHbIA MHOXUTeNb e (-j21/N)
MaTtpuua BaHgepmoHga MmatpuuaWs X = Wex

BuH y3€en YacTOTHOW CETKK

Af paspelieHue, 1/T

CummeTpus X[N-k]l=conj X[k]

KpyroBas cBepTka CBEpTKa no moaynto N

3aBopaumBaHue HanoXeHne XBOCTa CBEPTKM
MapceBanb pPaBEHCTBO 3HEPrui

rfft NOMOBMHA CNEKTPA BELWEeCTBEHHOrO CUrHana

«AN® — npubAnxKeHne».

- [lns fAHHOW 3anNnCK 3TO TOUHbIWA CNEKTP.

«MoXHO B3ATb nto60omn N 6e3 nocneacTBUN».

- Cetka yacTtot 3aBucut ot N un f_p.

«MepemMHOXY CMeKTpbl — MOyYy CBEPTKY».

- TONbKO KPYroBylo; ANsi NUHEWNHON HYXXHO JONONTHEHNE HYNAMW.

«3abyay npo 1/N B o6paTtHom AMD».

- CurHan BOCCTAHOBMTCA C HEBEPHbIM MacLiTabom.

((OTpI/ILI,aTel'IbeIe YyacToTbl — OWMHKaA».

- Cnepcreue BewW,eCTBEHHOCTU; OHU CONPAXEHbl NOMOXXUTENbHbIM.

«YTeuka — gedeKkT anroputmar.

- CneacTtBme KOHEYHOM 3anucu.




15. Bonpocbl U pa3sBEPHYTbIe OTBETbI

1.

3auem Hy)XeH nepexog OT MHTerpana K cymme? KomnbloTep paboTaeT C KOHeUHbIM Ha6opoM
OTCYETOB; CyMMa — Bbluncnnmas opma cnekrpa.
3anuwuTe npamoe u o6patHoe AN®. X[ k]=3x[n]JW_N"(kn); x[n]=(1/N)EX[kIW_N"(-kn).

. Uto Takoe maTpuua Bangepmonga? Matpuua W c anemeHtamu W_N"(kn), 3agatowasn AN kak

X=W-x.
Kak cBsaizaubl f_k, Af, T? f_k=k-f_pn/N, Af=f_pg/N=1/T.
B uém cummeTpus BewecTBeHHoro cnekTpa? X[N-k]=conj X[k]; xBaTaeT nonosuHbl.

. YTo TaKoe KpyroBasi CBEpTKA M 3aBopaumBaHue? CBEPTKA Mo moaynto N; XBOCT NMMHENHON

CBEPTKM CKNAAbIBAETCH C HAYANIOM.

Mouemy Hy)XXHa HOpMUpOBKa? YTO6bI aMNAUTYAbI U SHEPTUU COOTBETCTBOBANU (DU3NYECKUM
BENNYMHAM.

Kak nonyuntb nuHenHyio cBeptky uepes ANM? fJononHutb Hynsmm goN = N_a + N_b - 1.
OTKyAa 6epértca hopmyna Innepa? U3 pagos Tennopa ana e”(j0), coso, sinb.

. Mouemy O(N2) Begér k BN®? KeagpatuuHoe Bpems Henpuemnemo ans 6onbwux N; BMNO

yckopsieT oo N-Log,N.

16. NMnaH pacckasa Ha 2 akageMuyecKunx yaca

NSOV FEWDN

10 MuH. 3auem [AND; OT MHTErpana K cymme.

20 muH. MNMpamoe/o6paTHoe AND; maTpuua BaHaepmoHaa.

15 muH. Feometpusa e”(-j0), W_N"k; koppensauus.

15 MMH. CBA3b C HenpepbiBHbIM cnekTpom; Af=1/T; ABOWCTBEHHOCTb.
15 MuH. buHbl, on/off-bin, meaHap/TpeyronbHuUk, BUbpaLms.

15 MmuH. CBONCTBA; KPyroBas CBEPTKA U 3aBOpaumBaHme.

10 muH. OCb 4aCTOT, HOPMUPOBKA, MOTUB K BI®, 3aaaHne N23.

Mpuém: Kaxayo hopmyny COnpoBOXAaTb KAPTUHKOMN U YNCTTOM.
[laBaTb «pykamm»: nocuntatb AMND ManeHbKOro Maccmea v CBEPUTb C NUMPY.

17. Utor

AN® — TouHbIA cnekTp U3 N OTCUETOB (CymMMa BMeCTO UHTerpana).
YacToTbl ANCKPETHbI; paspelueHne Af = 1/T.

Pa6oTatloT CBOWCTBA: MMHENHOCTb, CUMMETPUA, CABUT, CBEPTKA, NapceBanb.
MatpuuHas dhopma X = W-x; obpatHoe — yepe3 W™ H.

KpyroBasi CBEpTKa TpebyeT AOMNOMHEHUA HYIAMMU.

O(N2) — moTuB K BN®.

18. YTto panbuie

Nekuus 4: BINO, okHa, paspelleHne, ycpeaHeHne — NPaKTUYeCKMin CrekTpanbHbiA aHANK3.
Nekumsa 5: moaynaumsa u |1/Q.
NeKuusa 6: CBEPTKA, KOPpensauus, cornacoBaHHas unbTpauus.
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